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y = f(x) = f(!;) pぉsmg出epoint (ιf (!;) and parallelωthe x-axis satisfies 
! f(x)ゐ=i J(x)政
The aim ofthe present paper is to generalize the above mean value theorem ofintegration目
First， we shall prove the following 
Theo開田・ Supp仰伽 f(x)is continω son [a，b]. The川 ψ 伽 Ilngs仰 ment
holds司
For any slope m (r，叩仰 pou1tηE[a， b])， there ex凶 apointη on仏b]
(rest. a sl中em ) such that the straight line l: y = J; (x) = f(η) +m(x-η) 
pωsing the point (ワラf(η))and with slope m sati.司fiesthe following eq開 l砂:
じい)ゐ=ド(x)ゐ
And further， we shall extend the above theorem to the case of the curve defined by the 
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積分の平均値の定理
勝 f(x)ぷ岬 [a，b]-r:蹴であれば政指献す cE [a，b]滞在向。
f(ご)= " 1 ， i f(x)dx 
(bーのあ






区間 [a，b]で連続な関数 f(;吟に対し，次の (1)および (2)が成り立つ。
(1) 任意の傾き m に対し，点 ηモ弘、b]が少なくとも一つ存在し，点旬、f(7:判を
通り，傾き m の直線の方程式を Y= h(;吟=f匂7)キm(x一市 で表したとき，
!fC榊 =1兄(x)政=i {f(η)十m(x-榊
が成り立つように出来る。
(2) 任意の点 ηモトb]， ηネ人αキ愉/2に対し，傾き m が存在し，点 ('7，f(7)
を通り，額き m の宣線の方程式を Y= h(;吟 =f('7)キm(x-市 で表したとき
1f(榊 =1月収賄=1か{f(何ηゆ)い+切m叫(x一ゆ
が成り立つように出来る。
積分の平均値の定理における直線の傾きを Oから m に3 平均値 f(のを一般の値 f(η)
に拡張出来たことになる。 さら上の定理を一次式からn次式に拡張し，次の定理を示すことも出来た。
定理.
区間 [a，b]で連続な罷数 f(x)， 2以上の任意の自然数 n および任意の点







2. il噴き m の甚練への拡署長
積分の平均値の定理を幾何学的に言い換えると I任意の連続関数 f(x)の定積分はヲある傾き
。の直線 y= C = f(坊 があってヲ定数関数 f(x)の定積分と一致するJとなる。
本章では，上で述べた傾きを Oから一般の実数 m へ拡張することを考えたい。
はじめに，次の形の拡張が得られた。
定理1.E 
E岬〉声湾信管(J[レ叫ラ，b]で百Z蹴蹴麟賜:凌欄凌原撒毅 /パ仰川(いωx吟)j;お訂ゴ試よぴ招任J言併の僻 m Iに岬ご1対札ム
5チ少Lか、之宕rぐと6一つ序在L-， 広 (灼ηラ，fパ(ηゆ)) を遁IJ，活復茸さ m の!lf[，/s厳饗の才崖云正tを
y = fr(x) = f(η)+m(x-r;) 
で表したとき




l(f) = !パ榊=f(;)(b -a) 
を満たす占ε[a，b]が存在する。
従って，任意の XE [a，b]に対し，次式が成り立つ。
(*) l(f) = f(!;)(b一的=f(ご)(b-a)-mr (t一榊+mr (t-榊
={f(ご)+2(α+b-2X)}Cb-α)+ m r (t-吟
ここで， g(x) = fぱ)-ZW-b) と置いて的)=抑)を満たす ηε [aラb]が
存在することをヨ三つの場合に分けて示す。
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g(ヰ立)= f(c)一一(α+b-a-b)=f(ご)く f(竺互) に注意する。m 2 ~ ~ ，~~ 2 
r g(x) 此=1片作(レいfパ(ぽ肋5
=f(ぱcの)ゆ(φb一司併=!f(榊
に注意する。 g(x) および f(x)は連続だから，二つの式
g吊 < f(苧)ωrg(x)叶パx)枕
より g(c)> f(c)捕たす CE [a， b];(J'ff::f:Eする一九千)< f中も
成り立っていたので¥中間値の定理より， g(ワ)= f(η)を満たす ηε[αラb]が存在する。
この ηがまさに求めていたものである。
門 f(乎)く f(ご)が成り立つとき
このときも(ロ)の場合と同様に，中間値の定理によりョ g(η)= f(η)を満たす ηε[a，b]の存在を
示すことが出来る。
上の(イ)， (ロ)，(ハ)いずれの場合においても， g(η) = f(η) を満たす ηE[a，b]の存在が
分かったがラ等式(申)より，任意の xoε[a，b]に対し，
1(f) = f(の(b-a)=f(ご)(b-α) -m r (x-xo)ゐ+m!(x-xo)ゐ
が成り立つので x=ηと置くと
積分の平均値の定理の拡張
i f(x)dx = 1(f) =付)(b-a)-mi (t-州+mi (t-ゆ
={川-o)-Zb-ゅ2J: } +m i (X-η) 
= {f(C)一や+b一勾)}(b-a)+m!cxー ゆ
=的)(b-a)+m!(x-ry)dx=fCη)(b-a)+m r (x-7J)dx 
= r {f(η)十州-r;)}dx = !万(x)
以上で，f(x)の定積分が，点 (η，f(η)を通り，傾き m の直線を表す一次関数





( a +b ~ ，，_， i 
で与えられた。 これは，下の図で表された，点|一一_:，fCの|を通り，傾き m の直線と一致する。
¥ a J 
α b 
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定理 lでは，任意の傾き m に対してョザの存在を示した。 逆に，任意の ηε[aラb]fこ




この£き，任意の点 ηミ1仏bJ 'η宇一一ー に対ーし{度き m が存在し、 曲議長
f 
y = f(x)上の点 (17，f(77ちを通り槙き m の産線の方程式を
y = J;(x) = f(17)キm(x一市
で表して f(x)と7州の [a，b]上の定積分が一致するように出来る，すなわち


















1; (x) = f(η) + m(x-η) 
と置けば
i f(x)dx = i {f(η)+m(xー 州政=1万(x)枕
が成り立ち，定理の証明が終わる。
3同 n次曲線への拡強
2章では，積分の平均値の定理における傾き Oの直線の話を，傾き m の直線に場合に拡張し
たが， 3章では， η 次曲線にまで一般化したい。
次の定理 3が得られた。
定理 3.
区間 [a，b]で連続な関数 f(x)，2以上の任意の自然数 n および任意の点
可モ弘b]， η手己に対し点、7，f吋1を通る n-次曲線 y=fn(x)が存在し，
r f(x)dx = rλ(材
が成り立つように出来る。 ここで~ c E弘b]は f仙の平均値を与える点である。
証明.
積分の平均値の定理より，






r f(x)依 =f(悌一α)+ {f(c)一f(η)}(b-a)
だ、ったから，
13 
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[(n+1){/(の-f(制 1f， f(x)dx = f(榊 -a)+/~，. I >':;:1\~~ J \~/:ll (b_a)_L_， {(b-lJy+lー (α_lJy+l}




一(n+ l){f(ご)-f(η}(b -a) よ1ι~(:;i: O) ， 
(b -lJr+1一(α-η)n+l
fn(x) = f(η) + m(x-ηy 
により m および n次式 fn(x) を定めれば3 等式
!f(榊=i {J(η) + m(x-η)n}此=1え(吟dx
が成り立ち，定理が証明された。
注意圃
(1 ).定理 2における l次式を n次式に拡張したものが定理 3である。
(2). f(x)がか，b]で cn-1級関数であれば，定理 lにおける 1次式を n次式に拡張できる。
しかし，一般の連続関数 f(x)に対しても，定理 lにおける l次式を n次式まで拡張出来るか否か，
筆者には不明である。
(受理平成14年3月19日)
